LA TRIGONOMETRIE

1- UNITE DE MESURE
1-1- PROPOSITION
Il existe trois unités de mesures des angles: le degré, le grade et le radian. Si o, 3 et vy sont

respectivement les mesures de I'angle AOB en degré, en grade et en radian, alors on a la

o
relation suivante: — = i =2 A

180 200 =«
AB
o

1-2- EXEMPLE
Soit la mesure de I'angle AOB =50 grad , calculer la mesure de I'angle AOB en degré
et en radian

i | A p . « ﬁ 50
Soit v et 3 les mesuresdel'angle AOB en degré et enradian,ona: — = — = —,

180 =« 200
donc o = 20 180 =45° et B=-2 xr=L rad
200 200 4
1-3- EXERCICE
Remplir le tableau suivant
mesure de l'angle AOB en degré 150°
mesure de l'angle AOB en grade 25
mesure de I'angle AOB en radian 1m
6

1-4- 'ARC D'UN CERCLE
1-4-1- PROPRIETE

Soit (C) un cercle de centre O et de rayon r, si la mesure de I'angle IOM est o enradian

et [ la mesure de l'arc (f]\Zf) correspondant a I'angle  TOM , alors [ = rx«

A
i— si v =1 alors | = « , la mesure de I'angle (IOM) en radian est égale a la mesure de

'arc (IM)
12— st v =1 alors le périmétre du cercle (C) est p = 27
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LA TRIGONOMETRIE

1-4-2-EXERCICE
Soit (C) un cercle de centre O, et de rayon r» = 4cm

1- calculer la mesure de I'angle (IOM) sachant que la mesure de I'arc
correspondant & I'angle (IOM) est (IM) = 7cm

2- calculer la mesure de l'arc (fM) sachant que la mesure de I'angle (IOM) correspondant
alarc (IM) est a =120°

2- L'ABSCISSE CURVILIGNE D'UN POINT DU CERCLE TRIGONOMETRIQUE

2-1- DEFINITION

On dit qu'un cercle est orienté si on choisit I'un des sens de parcours, on prend pour sens
direct ( positif ) le sens qui correspond au sens contraire des aiguilles d'une montre

2-2- LE CERCLE TRIGONOMETRIQUE
DEFINITION

- —

Le plan est rapporté a un repére orthonormé 0,1, 7 . le cercle trigonométrique est le cercle

de centre O et de rayon 1sur lequel on choisit une origine |, et orienté dans le sens direct. La

_

position d'un point M sur le cercle est repéré par I'angle orienté OI ,OM

2-3- L'ABSCISSE CURVILIGNE

2-3-1- DEFINITION

- —

Le plan est rapporté a un repére orthonormé 0,4, 7 . Soit (C) un cercle trigonométrique

d'origine I, et M un point du cercle (C) tel que IOM = « en radian .
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LA TRIGONOMETRIE

i- o est appelé I'abscisse curviligne du point M, et on écrit M(a) . Si o € ]—7?, 7'('] ,alors «

est appelé I'abscisse curviligne principal du point M
ii- Le nombre oo + k21 ot k € Z est appelé abscisse curviligne du point M

2-3-2- EXERCICE
1- représenter sur le cercle trigonométrique (C) les points d'abscisse curviligne :

07 57 ™, — 57 -7
2- représenter sur le cercle trigonométrique (C) les points d'abscisse curviligne :

T T o w™ 2mr 07

3747637 3
3- représenter sur le cercle trigonométrique (C) les points d'abscisse curviligne :
_11_77 20097

Y

3 4
3- LANGLE ORIENTE
3-1- DEFINITION
Soient [Oz) et [Oy) deux demi-droites de méme origine O

A

i- le couple ([Ox),[Oy)) détermine un angle orienté on le note (Oz,Oy)
A

ii- le couple ([Oy),[Ox)) détermine un angle orienté on le note (Oy, Ox)

Yy
04 7
X X

3-2- DEFINITION

A
Soit (Ox,Qy) un angle orienté, et (C) un cercle trigonométrique de centre O. | et M sont les

points d'intersection respectivement du cercle (C) et les demi-droites [Ox) et [oy). On
considere | I'origine du cercle (C) et a ['abscisse curviligne de point M sur (C)

A
i- a est appelé la mesure de I'angle orienté (Oz,Oy)

ii- on sait que « + k27, k € Z est aussi un abscisse curviligne du point M, c'est aussi une

A
mesure de I'angle orienté (Oz,Oy)

iii- on écrit (Oz,0y)=a+k2r , ke€Z

3-3- PROPRIETE
Soient [Ox), [Oy) et [Oz) trois demi- droites d'origine O, on a
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i— (02,02)=0+k27 , ke’

ii — (0z,0y) = —(0y,0z) + k27, k € Z

i1t —(Ox,0y) + (0Oy,0z) = (Ox,02) + K27 |, k € Z
4- LIGNES TRIGONOMETRIQUES D'UN NOMBRE REEL

4-1- RAPPEL
Soit ABC un triangle rectangle en A, on a: C [
A B
~ AB ~ A ~ A

t— cosB=—— | sinB:—C , tanB:—O

BC BC AB
iz‘—tanf?zsml? . cos’B+4sin®B=1 , 1+tan’B= 1 -

cos B cos’ B

4-2- COSINUS, SINUS, TANGENTE D'UN NOMBRE REEL
4-2-1- DEFINITION

- —

Le plan (P) est muni d'un repére orthonormé 0,7, 7 , soit (C) un cercle trigonométrique

d'origine | et de centre O, soit o une abscisse curviligne du point M de (C) et (z,y) ses

coordonnées par rapport au repére 0,1, j

- -

i- I'abscisse x du point M dans le repere 0,1, j est appelé le cosinus de « , et on écrit

COSax =T

- -

ii- 'ordonnée y du point M dans le repere 0,7, j est appelé sinusde « , et on écrit

sina =y

sin o , , . sin «
est appelé tangente de « , et on écrit tana =

COS ¢ COS &

iii- le nombre
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4-2-2- EXEMPLE

. . . T m
Calculons le cosinus et le sinus des nombres suivants: 0, PR T, — T

4-4-3- PROPRIETE
i— pour toutx de R, on a —1<cosx <1 et —1<sinzr<l1

i— pour toutx de R cos’ x +sin®z =1
iii— pour tout x de R, on a sin(z + k2m) =sinz et cos(z + k27) = cosz

iv- le signe de cos(x) est:

X T T
—T - — — us
2 2
cos(x) - o + 0 -
Et le signe de sin(x) est :
X —T 0 ™
sin(x) - 0 +
v- pour tout T = Ty km, k €Z, ona 1+ tan®z = — et tan(z + k) = tanx
2 cos” x
et le signe de tan(x) est:
x oz 0 ™
2 2
tan(x) N - 0 + | |

4-3-RELATION TRIGONOMETRIQUE
4-3-1- LIGNE TRIGONOMETRIQUE DE (-x)
Soit (C) un cercle trigonométrique, M un point du cercle (C) d'abscisse curviligne (x) et M' un
point du cercle (C) d'abscisse curviligne (-x), on a:
cos(-x)=0OH et cos(x)=0H

sin(-x)=-0K' et sin(x)=0K avec OK=0K'
tan(-x)=-IT' et tan(x)=IT avec IT=IT'

donc, on a : cos(-x)=cos(x) ; sin(-x)=-sin(x) et
tan(-x)=-tan(x)

4-3-2- LIGNE TRIGONOMETRIQUE DE (7 — )
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Soit (C) un cercle trigonométrique, M un point du cercle (C) d'abscisse curviligne (x) et M' un
point du cercle (C) d'abscisse curviligne (7 — x) , on a:

cos(m—x)=—0OH"; sin(m—z)= 0K et
tan(m —z) = —IT"

Cos(x)=0H, sin(x)= OK et tan(x)=IT,
ona OH=OH'etIT'=IT

Doncon a:
cos(m — ) = —cos(x) et sin(m —z) = sin(z)
et tan(m — x) = — tan(z)

4-3-3- LIGNE TRIGONOMETRIQUE DE[% - x]

Soit (C) un cercle trigonométrique, M un point du cercle (C) d'abscisse curviligne (x) et M'

un point du cercle (C) d'abscisse curviligne [g — x] ,ona:

cos[z—x]:OH' ,sin[z—:c]:OK'
2 2

tan z—a: —IT'

et cos(x)=0H, sin(x)=0K, et tan(x)=IT
avec OH=0K' et OK=OH'

doncona:

cos [g - x] = sin(z) et sin [g - x] = cos(z)

tan|— — 7| = L ] /
2 tan(z) i

i
USL

4-3-4- EXERCICE

1- calculer sin il , COS s et tan il
4 4 4

puis déduire sin T\ et tan|Z
3 3

| infg] e ]

2- calculer cos[
3- calculer cos[

T
3
il
6
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4- calculer cos 2—7T , sin 2—7T et tan 2—7T
3 3 3

5-calculer cos T+ ,sin m+x et tan T+ x
.| 7
,sin|—+4 x| et tan|—+ =

2 2

5- EQUATION TRIGONOMETRIQUE
5-1- L'EQUATION cos(x)=a

T
cos|—+x
;

Considérons I'équation cos(x)=a, on a:
i-si a€ ]—oo, —1[ U ]1, +oo[ , I'équation cos(x)=a

n'admet pas de solution, S = &
ii- si a=1 on a cos(x)= cos(0), et I'ensemble de solution

est S= k2n/ kelk

iii- si a=-1, on a cos(z) = cos(7) , et I'ensemble de
solutionest S= w+ k27 /] kE€Z

iv- st —1<a<1,alorsil existe a € J—w, w[

tel que cos(a) = a , etona cos(z) = cos(a)

alors t=a+k2r1 ou z=—a+kK2mT ot keZ
EXEMPLE

1 1
Considérons I'équation cos(z) = 3 on sait que cos [g] =3 doncon a:
cos(z) = cos[g] , par suite = = §+ k2w ou x = —g +k2m ou ke€Z

L'ensemble de solution dans R est: S, = lg + k2w, — g + k2 [ k€ Rj
Pour déterminer I'ensemble de solution dans [—w, w} , il suffit d'encadrer les solutions dans

T . .
R entre —m et m.ona —w<z<mw,d'ou —7r§§+k27rg7r en simplifiant par = ,

on aura —1§%+2k§1 , puis on obtiendra —%gkﬁ%et ke Z ,donc

3

k=0 et :czg,onfaitdemémepour —§+k27r on obtiendra £ =0 et x:—g.

L'ensemble des solutions dans [—w, 7T] est S[ﬂT ] = [—g,g}
5-2- L'EQUATION sin(x)=a
Considérons I'équation sin(x)=a, on a:

i- 8t a € ]—oo,—l[ U ]1, +oo[ , alors I'équation sin(x)=a

n'a pas de solution, S = &
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ii-sia=1,ona sin [g] =1, donc sin(z) = sin [g]

d'ou x:g+k27r et S, :{gwm/kez}
iii-sia=-1,ona sin[— g] = —1,donc sin(z) = sin [_ g]

d'oU:U:—g—l—kQW,et SR :{—g—kkﬂw/kEZ}

iv- si —1<a <1 alorsil existe o € ]—w, 7r[, ona

M(a) et M'(m —«), qui vérifient sin(c) = a , doncona

sin(z) = sin(«a)
dobz=a+k2mToux=m7m—«a+k2r , et

S = a+kr; t—a+k2r/keZ

R

EXEMPLE

Résolvons dans R, puis dans [—77, w] I'équation sin(z) = —

ﬁ
2

Ona sin|——|= _N2 , donc I'équation devient sin(z) = sin I
4 2 4
D'ou :z;:—%+k27r ou xzﬁ—[—% + k27

et S, = {—% + k277;% + k2 [k € Z} . On encadre les deux solutions entre —m et

—7r<—z+k27r<7r et—7r<5—7r—|—k27r<7r , et on obtient x:—z ou x:—g—w
4 4 4 4
Donc S, = —E,—3—7T
[-] 4 4

5-3- L'EQUATION tan(x)=a

Considérons I'équation tan(z) =a ,0u a €R

Il existe a € |——,—

tel que tan(a) = a ; I'équation

devient tan(z) = tan(«) , donc I'ensemble des solutions
dans R est z=oa+kr;et

S, = a+kr/keZ

R

EXEMPLE

. . T ) .
Résolvons dans R, puis dans ,—| , I'équation

EEN

tan(z) =1
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Ona tan [g] =1, I'équation devient tan(z) = tan [%] ,donc z = Z +kr, kel
Et I'ensemble des solutions dans R est S, = E +kr/ ke Z} . pour déterminer les

. . T T
solutions dans , on encadre la solution entre —— et — .ona

Y

L'ensemble des solutions dans

Y

1
—E<£+k7r<E , on obtient —§<k<— et puisque k£ € Z , donc k=0 et g=1
2 4 2 4 4 4
5-4-PROPIETE

est S, = z
232
L
Soient x et y deux réels on a:
i- si cos(x) =cos(y) alors t=y+k2r ou r=—y+k2r ou keZ

ii- st sin(z) =sin(y) alors z=y+k2r ou r=7—y+k2r ou keZ
iii- si tan(z) = tan(y) alors z=y+kr ou keZ

6- INEQUATION TRIGONOMETRIQUE
6-1- INEQUATION cos(x)<a ou cos(z) < a
EXEMPLE

Etudions le signe de 2cos(z) —1 dans [—77, 77]
On résout d'abord I'équation 2cos(z) —1 =0 dans [—7r, w]

. T T
Les solutions sont — et — —
3 3

™
X -7 - — — T
3 3
2cox(x)-1 - 0 + 0 - i
La solution de I'inéquation 2 cos(z) —1 > 0 est la partie en
rouge, S = —z,z
3 3
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6-2- INEQUATION sin(z) < a ou sin(z) <a

EXEMPLE
Etudions le signe de 2sin(z) — J3 dans [—w, w]
On résout d'abord I'équation 2sin((z) — J3 =0 dans [—77, 77]

. s 21
Les solutions sont — et —

T 2 Sy
X —Tr — —_— ™
3 3 T
2sin(x) — \/g - 0 + 0 -
La solution de I'inéquation 2sin(z) — \/g < 0 est la partie en rouge
2
donc § = —w,z U —W,w
6-3- INEQUATION tan(z) < a , tan(z) < a
EXEMPLE
Etudions le signe de tan(z) —1 dans I g
. . : T T
On résout d'abord I'équation tan(z) —1 = 0 dans —5,5‘
. ™
La solution est n
™ s
X —_—— —_ _
2 4 2
tan(z) — 1 \ - 0 + ‘

Y

La solution de I'inéquation tan(z) —1 >0 dans est la partie en bleu,

T

)

4 2

Donc S =
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